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Séance 3

Quelques indications générales

• Pour passer d’un but S x = S y à un but x = y, appliquer le lemme f equal.

Check f e q u a l .
: f o r a l l (A B : Type) ( f : A → B) (x y : A) , x = y → f x = f y

• Comment écrire dans une fonction une expression de la forme si t1=t2 alors .. sinon..

Soit A un type muni d’une égalité décidable, ie d’un lemme A eq dec (ou axiome si A est
abstrait) de la forme : forall (x y : A), ({x=y}+{∼x=y}). Cela veut dire que pour tout
couple (x, y), on est capable de donner une preuve de cette propriété, c’est soit une preuve
de x=y (elle sera de la forme left H où H est une preuve de x=y) ou une preuve de ~x=y (elle
sera de la forme right H’ où H’ est une preuve de ~x=y). A eq dec x y est donc de la forme
left H ou right H’. Donc pour écrire if x=y then e1 else e2, il suffit de faire un filtrage
sur A eq dec x y :

match A eq dec x y with
| l e f t => e1
| r i g h t => e2

end

On utilisera le même principe par exemple pour coder une expression de la forme if x<=y

then e1 else e2. Si x et y sont des valeurs de type nat, on utilisera le lemme de décidabilité
le lt dec n m qui exprime que soit on peut prouver n<=m, soit on peut prouver m<n).

Definition l e l t d e c n m : {n <= m} + {m < n } .

il suffit de faire un filtrage sur le lt dec x y :

match l e l t d e c x y with
| l e f t => e1
| r i g h t => e2

end

La première clause du filtrage correspond au cas où x est inférieur ou égal à y (le représente
la preuve de x ≤ y), la seconde clause correspond au cas où x < y.

Dans une preuve, pour faire une démonstration par cas : 1er cas x <= y 2ème cas y < x. On
procèdera également en utilisant le lemme le lt dec. On examine les deux formes possibles de
la preuve de le lt dec x y : avec la tactique destruct (le lt dec x y). Idem pour tout
lemme de décidabilité.
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Exercice 1 (Trier une liste)
Cette exercice vous propose de programmer une fonction sort : LN → LN

1 qui trie une liste d’entiers,
ainsi que de la certifier correcte.

* Choisir un algorithme de tri et implémenter la fonction sort en utilisant cet algorithme.

* Définir un prédicat sorted qui certifie qu’une liste est triée.

* Définir un prédicat binaire permuted qui certifie qu’une liste est la permutation d’une autre.

*** Prouver que votre algorithme de tri est correct vis-à-vis de ces deux prédicats.

* Est-il possible d’étendre votre algorithme de tri à n’importe quel type ? Quelles sont les
hypothèses minimales nécessaires ? Sous ces hypothèses étendez votre développement pour
prendre en compte ces nouveaux types.

Exercice 2 (Implantation des multi-ensembles)
On veut définir le type multiset des multi-ensembles contenant des éléments de type T, T étant un
type abstrait.

Variable T : Type .

On supposera que l’égalité est décidable sur T :

Hypothesis T eq dec : f o r a l l ( x y : T) , {x=y} + {∼x=y } .

Ceci se lit : pour tout x et y de type T, on a soit x=y soit ¬(x=y). Plus précisément on a une
preuve de x=y ou une preuve du contraire.

On veut définir les constantes et fonctions suivantes :

empty : multiset

singleton : T -> multiset

member : T -> multiset -> bool

add : T -> nat -> multiset -> multiset

union : multiset -> multiset -> multiset

multiplicity : T -> multiset -> nat

removeOne : T -> multiset -> multiset

removeAll : T -> multiset -> multiset

Spécification informelle
empty est le multiset vide.
member x s retourne la valeur true si x a au moins une occurrence dans s, false sinon.
singleton x crée le multi-ensemble qui ne contient que x en un seul exemplaire.
add x n s ajoute, au multi-ensemble s, n occurrences de l’élément x dans s.
union fait l’union de deux multi-ensembles.
muliplicity x s retroune le nombre d’occurrences de x dans s.
removeOne x s retourne le mult-ensemble s avec une occurrence de moins pour x. Si s ne contient
pas x, le multi-ensemble résultat est s.
removeAll x s retourne le mult-ensemble s où x n’apparait plus. Si s ne contient pas x, le multi-
ensemble résultat est s.

1LX désigne l’ensemble des listes dont les éléments appartiennent au type X
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2.1 Implantation des multi-ensembles à l’aide de listes d’association

1. Implanter les fonctions précédentes en représentant un multi-ensemble par une liste d’association
formée de couples de la forme (x,n) où n est le nombre d’occurrences de l’élément x dans le
multi-ensemble ainsi représenté.

Definition mul t i s e t := l i s t (T∗nat ) .

On fera l’hypothèse qu’il n’y a qu’un seul couple par élément dans le multi-ensemble. Tous les
couples de la liste comportent un nombre d’occurrences strictement positif. Ainsi si T est Z,
le multi-ensemble contenant 3 fois 1 et 2 fois -1 est représenté par la liste [(1, 3) ; (-1, 2). Les
couples peuvent être dans n’importe quel ordre.

Vous utiliserez les listes et les entiers naturels de la bibilothèque standard. Réutilisez add pour
définir union.

Pour tester vos fonctions dans Coq, il vous suffit d’instancier (donner une valeur à) T et
son lemme de décidabilité, par exemple remplacer au début de votre fichier Variable T :

Type. par Definition T := nat. et la ligne Hypothesis T eq dec : forall (x y : t),

{x=y} + {~x=y }. par Definition T eq dec := Nat.eq dec.

2. On s’intéresse maintenant à la correction des fonctions précédentes. On spécifie ici les propriétés
attendues par les fonctions précédentes.

(a) Cette spécification s’appuie sur le prédicat InMultiset de type T -> multiset -> Prop

qui spécifie qu’un élément appartient à un multi-ensemble dès lors qu’il en existe une
occurrence.

Définir le prédicat InMultiset.

(b) Définir le prédicat wf qui spécifie qu’une liste qui représente un multi-ensemble est bien
formée, i.e que tout élément de T apparâıt dans au plus un seul couple et que tous les
nombres d’occurrences sont des entiers naturels non nuls.

(c) Démontrer que les fonctions empty et singleton produisent un résutlat bien formé et
que les fonctions add, union, removeOne et removeAll préservent la propriété de bonne
formation.

3. Démontrer ensuite les propriétés ci-dessous :

f o r a l l x , ∼ InMul t i s e t x empty .

f o r a l l x y , InMul t i s e t y ( s i n g l e t on x ) ↔ x = y .

f o r a l l x , mu l t i p l i c i t y x ( s i n g l e t on x ) = 1 .

f o r a l l x s , wf s → (member x s = true ↔ InMul t i s e t x s ) .

f o r a l l x n s , n > 0 → InMul t i s e t x ( add x n s ) .

f o r a l l x y s , x <> y → ( InMul t i s e t y ( add x n t ) ↔ InMul t i s e t y s ) .

f o r a l l x s , wf s → ( mu l t i p l i c i t y x s = 0 ↔ ∼InMul t i s e t x s ) .

f o r a l l x n s , mu l t i p l i c i t y x ( add x n s ) = n + ( mu l t i p l i c i t y x s ) .

f o r a l l x n y s , x <> y → wf s → mu l t i p l i c i t y y ( add x n s t ) =
mu l t i p l i c i t y y s .

f o r a l l s t x , wf s → wf t → ( InMul t i s e t x ( union s t ) ↔ InMul t i s e t x s ∨
InMul t i s e t x t ) .
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N’hésitez pas à introduire des lemmes intermédiaires si besoin. Vous pouvez décomposer les
équivalences en deux théorèmes démontrés séparément.

4. Enoncez des propriétés similaires pour removeOne et removeAll et démontrez-les.

2.2 Implantation Fonctionnelle des multi-ensembles

On reprend ici l’implantation des multi-ensembles en représentant un multi-ensemble par une fonction
de type T -> nat qui encode les multiplicités. Si un élément n’est pas présent dans le multi-ensemble,
la fonction l’associe à 0.

1. Redéfinir les fonctions précédentes.

2. Redéfinir le prédicat InMultiset.

3. Démontrer les propriétés précédentes (il n’est plus besoin ici de prédicat de bonne formation).
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