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FIGURE 1 — La sémantique opérationnelle & grands pas de IMP.
Exercice 1:
Calculer la sémantique opérationnelle a grand pas du programme :
c¥r=0 ; y:=3; whileydo (z:=x+y; y:=y+(—1)),
c’est-a-dire donner un jugement p F ¢ = p’ dérivable et sa dérivation.
Solution :
TODO
( p— p—
pFx:=0= plz+— 0 plx — 0] Fy:=3= p[lz — 0,y +— 3] (seq)
eq

pFx:=0;y:=3= plx— 0,y — 3

Exercice 2:
Prouver que pour tout environnement p, il n’existe pas d’environnement p’ tel que p F
while 1do skip = p’ soit dérivable.

Solution :

Par I’absurde, supposons qu’il existe une telle dérivation. Tentons de la construire. Avec
les régles a notre disposition, nous ne pouvons qu’appliquer (while). On arrive donc a la
dérivation (inachevée) :

phskip=p' p'Fwhile 1 do skip = p”
(while)

pF while 1 do skip = p”

Nous ne pouvons appliquer que la régle (Skip) pour les sous-arbre de gauche. On arrive
donc & cette dérivation :

——— (Skip) —
pkskip=p pFwhile 1 do skip = p/
(while)

pF while 1 do skip = p/
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Et c’est ici qu’on retrouve notre contradiction! On sait que cette dérivation est I'unique
possible pour while 1 do skip, donc elle doit se répéter, dans le méme état, en haut a
droite. Notre dérivation se contiendrait donc elle méme, et serait infinie.

On a donc contradiction, et il n’existe donc aucune paire d’environnements (p, p’) tels que
p - while 1 do skip = p’ soit dérivable.

Exercice 3:
Etant donnés deux programmes ci, ca, on dit que ¢; et ¢ sont équivalents, noté ¢ ~ ¢y ssi
pour tous environnements p, p’, (p F c1 = p’) est dérivable ssi (p b co = p) est dérivable.

1. Montrer que while e do ¢ ~ if e then (¢; while e do ¢) else skip.

2. Quels sont les programmes équivalents & while 1 do skip?

3. On appelle contexte un programme qui contient une variable O, correspondant & une
commande. La variable peut étre utilisée a de multiples reprises.
(a) Définir formellement la notion de contexte avec une grammaire.

(b) Soit C un contexte. Montrer que ¢ ~ ¢o implique Clc1] ~ Clea].

Solution :

1. Bien faire attention & faire les deux sens de I’équivalence. Chaque sens se base sur le
fait que si un jugement est dérivable et ne peut étre obtenu que par une seule régle,
les jugements nécessaires pour cette régle sont également dérivables.

2. Tous les programmes non dérivables.

3. (a) Il suffit d’ajouter O aux commandes pour avoir une grammaire des contextes.
Ceci nous donne la grammaire suivante pour les contextes C.

c == 0 contexte trivial
| ¢ commande (contexte sans trou)
|  Cp;Cq séquence
| if e then C else Cy conditionnelle
| whileedoC boucle while

Le cas ¢ semble surprenant, mais il est nécessaire pour pouvoir faire des sé-
quences ou le programme de droite ne contient pas de trou, par exemple. Si on
prend un programme sans trou ¢ comme un contexte, et ¢ un autre programme,
on a c[d] = ec.

(b) On commence par définir une profondeur p sur les contextes :

¢) =

(
O) =
p(Cl,CE) = 1+ max(p(C1),p(C2))
(
(

h 3

p(if e then C] else C) = 1 + max(p(C1), p(Cs))
p(while e do C) =1+ p(C)

Procédons par récurrence (forte) sur la profondeur des contextes C. On pose
H(n) la phrase “Pour tout contexte C' de profondeur n ou moins, pour toute
paire de programmes équivalents c¢; et c2, Clci] ~ Clea]”
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Initialisation :

Soit ¢ ~ ca.

Soit un contexte de profondeur 0 (soit une commande tierce ¢, soit 0).
d[e1] = d[ea] = ¢, et trivialement ¢ ~ .

Ole1] = e1, Oea] = ca, et donce par hypothése Ofc;] ~ Olea).

On a bien prouvé H(0)

Heérédite :
Soit n > 0. On suppose qu’on a H(n). Nous allons prouver H(n + 1).
Soit ¢; ~ ¢35, C un contexte de profondeur n + 1. Procédons par disjonction des

cas.
Cas 1, C=Cq;Cs -

Todo

Cas 2, C = if e then C7 else (5 :
Todo

Cas 8, while e do C : Todo

On a bien prouvé que H(n) implique H(n + 1), et ainsi la propriété demandée.

Exercice 4:
Considérons les expressions booléennes suivantes :

b ::=True | False | e=¢c | e<e | b | bVb | bAb
1. Donner une sémantique opérationnelle & petits pas trés naive pour les expressions
booléennes.
2. Modifier vos régles pour qu’elles implémentent le “ou” paresseux : lors de I’évaluation
de b1Vba, by n'est pas évalué si by s’évalue a True. Méme chose pour le “et”.
3. Modifier vos régles pour qu’elles implémentent 1’évaluation paralléle du “ou”. Méme
chose pour le “et”.

4. Dans les trois systémes de déduction obtenu, que peut-on dire du nombre de dérivations
d’un triplet (b,p) —» 7

Solution :

1. On commence par des régles pour décrire les tests sur les expressions :

[ex]p = [ea]p [ex]p # [e2]p
(e1=e2, p) — (True, p) (e1=eq, p) — (False,p)
[e1lp < [e2]p [erlp = [e2]p
(e1<ea, p) — (True, p) (e1<eq, p) — (False,p)

Et puis des régles pour décrire =

(e,p) = (¢, p)
(—e, p) = (7€', p)

(<True, p) — (False,p) (-False, p) — (True,p)

E%181.11te, des régles de la forn‘le (z oy, p) = (2, p) AVEC a,b € {True,False}, a €
{A,V} (par exemple, (True A False,p) — (False,p)) pour ajouter les tables de
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vérité des connecteurs binaires.

Il faut finalement des régles pour réduire les expressions en dessous de A et V. Dans
ce qui suit, o € {A,V}.

(elap) - (ellvp) (62,p) — (6/27/))

(e1 a ez, p) — (€] a ez, p) (e1 a ez, p) — (e1 a €, p)

NB : les réductions de cette sémantique ne sont pas déterministes, comme on peut
choisir a réduire une expression a la droite de son opérateur, puis a gauche, ou vis
versa. Cependant, le systéme est confluent, on arrive finalement toujours & la méme
configuration irréductible.

2. Pour implémenter ’évaluation paresseuse, on ajouter & nos tables de vérité les régles
suivantes, avec une version symétrique pour le coté droit :

(False A e, p) — (False,p) (True V e, p) — (True)

3. L’évaluation paralléele est une régle un peu plus compliquée, comme elle requiert deux
hypothése. On la construit ainsi avec a € {A,V} :

(61710) - (ellap) (627/)) — (6,2710)

(e1 @ e2,p) = (€] a ey, p)

4. On peut facilement s’assurer que les systémes paresseux et paralléles réduisent chacun
le nombre d’étapes nécessaires dans une dérivation.

Exercice 5:
L’un des objectifs des cours suivants sera d’introduire les outils mathématiques nécessaires
pour pouvoir définir une sémantique dénotationnelle de IMP : [[c]p = p/, ce qui signifie que
I’exécution du programme ¢ dans I’environnement p méne a environnement p’. Cette écri-
ture « fonctionnelle » suggére que ’environnement p’ est entierement déterminé par c et p
(bien siir, puisque nos programmes sont « déterministes » ).

1. Montrer cette propriété pour la sémantique opérationnelle a grand pas, sans passer par
un résultat d’équivalence avec une autre sémantique : pour tout ¢, p, p1, p2,sip - c= p1
et p c = po alors p; = po.

2. On considére le langage non déterministe donné par la syntaxe suivante :
cu=skip |x:=e€|c¢;c| if e then c else ¢ | whileedoc|cVc

ou l'instruction c; V¢g signifie « exécute ¢ ou exécute co, de maniére non déterministe ».

Proposer une sémantique opérationnelle & grand pas de ce langage.

Solution :

1. On procéde & nouveau par récurrence sur la profondeur du programme, comme dans
I’exercice 3, ou I'on adapte la fonction p.

TODO
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2. Une solution possible est d’abandonner la propriété de déterminisme dés le début, et
d’introduire deux régles, indexées par ¢ € {1,2} :

pEc=p

%

pFcaa Ve =p

Il s’agit 1a de la réprésentation d’un choix non déterministe. On peut continuer la
dérivation d’un c6té ou de 'autre.

Il existe d’autres solutions. Par exemple, I'une d’entre elle consiste & changer les p
utilisés, pour qu’ils associent des variables & un ensemble de valeurs possibles pour
que V aie une seul régle. Cependant, il est facile de voir que cela complexifiera les
régles de while énormément.

Exercice 6:
En cours, vous aver apercu la distinction entre sémantique dénotationnelle et sémantique
opérationnelle des programmes IMP. Cependant, vous n’aver utilisé qu’une sémantique dé-
notationnelle des expressions arithmétiques. Dans cet exercice, on s’étudie le cas de deux
extensions des opérations arithmétiques :

1. On étend nos expressions arithmétiques par la syntaxe suivante :
ex=xz|n|ete| el f(e)

Pour interpréter le symbole f, on suppose disposer d’'une fonction partielle f des
entiers dans les entiers.

(a) Donner une sémantique opérationnelle a grands pas (inspirer vous de celle pour
IMP, vue en cours et rappelée en figure 1) pour ces expressions.

(b) Etender la sémantique dénotationnelle vue en cours pour ces expressions.

(c) Montrer I’équivalence des deux sémantiques.

(d) Quelle différence essentielle rend la sémantique dénotationnelle pour les expressions
arithmétiques beaucoup plus simple que celle pour les programmes ?

2. Expressions arithmétiques avec effets de bords : on étend nos expressions arithmétiques
par la syntaxe suivante :

ex=x|n|ete|—e|cresultise

Intuitivement, pour évaluer I’expression ¢ resultis e, on évalue d’abord la commande

¢, puis on évalue e dans I'environnement obtenu.

(a) Donner des sémantiques opérationnelle et dénotationnelle pour ces expressions (on
supposera disposer d’une sémantique pour les programmes c).

(b) Comment s’évalue le terme ((z := 2 +1) resultis z) + ((y := z +z) resultis x)
dans lenvironnement p = [z — 3].

(c) Comprendre désormais les horreurs que permet d’écrire le C : T[i++] = i++.

Solution :

1. (a) Avant de se lancer dans la sémantique & grand pas, il faut décider ce que “rend”
la sémantique. Dansl e cas de IMP, on transforme un environnement vers un
autre par le biais d’'un programme, d’ou la forme p ¢ = p/.
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Dans le cas des expressions cependant, on veut rendre un entier naturel. Il nous
faudra donc un jugement de la forme p - e = n.

Ainsi, on utilisera ces régles :

- pFe=a
pFx=p(r) pEn=mn o= —w
pFer=a1 pFex=ay pFe=a f(a)=0b
pFeites = a1+ as pt f(e)=1b

(b) La sémantique dénotationnelle est triviale :

[z]p = p(z)

[2]p=n

[exte2]p = [ea]p + [e2]p
[—elp = —le]p

[f(e)lp = f([elp)

(c) TODO : il suffit de procéder par induction sur la structure des expressions pour
prouver que (pke=mn) < [e]p=n

(d) La différence principale est que les expressions sont construites avec des sym-
boles ayant un analogue direct dans notre langage cible, celui des expressions
mathématiques. Ceci rend la sémantique dénotationelle (qui consiste principa-
lement a “effacer” les points) transparente.

2. (a) On supposera qu’'on a une sémantique [—], pour les programmes. [c]cp sera

un autre environnement, qui est modifié par ¢ (quand ¢ termine bien sir).

Opérationelle : TODO

Pour la sémantique dénotationnelle, on réutilise la précédente plus une régle :

[c resultis e]p = [e]([c]-p)

Rappellez vous : le changement & l’environnement apporté par resultis ne
s’applique qu’a l'expression a sa gauche, pas le reste du programme.
(b) Appliquons notre sémantique :
[((z := z4+1) resultis z)+((y := z4) resultis z)]p
= [(z := z+1) resultis z]p + [(y := z+z) resultis z]p
— [e]([e = a+i]op) + 2l (ly == 2+alcn)
= [=1(plx = 4]) + [z][z — 3]
=7

(c¢) L’instruction i++ permet ce genre de sémantique, ou les effets de bord ne sont
pas forcément bien encapsulés. Ceci peut mener a des comportements inattendus
du langage si on ne fait pas attention.
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