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1 Echauffement : définitions de I'incohérence

1. Prouvez que les définitions suivantes de I'incohérence d’'une théorie 7 sont équivalentes :

(a) Il existe une formule A telle que A et —A sont prouvables dans 7.
(b) L est prouvable dans 7.
(c) Toute formule est prouvable dans 7.

2. Montrez que si Test incohérente, alors il existe une théorie incohérente finie 7/ C T telle
que 7" est finie.

3. Est-ce qu’une théorie incohérente est compléte ? décidable ?

2 Egalité

Soit L¢ le langage avec une sorte s des termes, un ensemble Fde symboles de fonctions et
un ensemble Pde symboles de prédicats contenant un prédicat binaire =: (s, s, Prop). La théorie
de I'égalité £ peut alors étre exprimée comme I'ensemble de formules suivant :

Vo (z = x)
Vo, ... VeVa, .. NV, (z;, =22, =
floy, oo my . ooymn) = flog, ..o 2k, o0 xy))
Vay .. VeVl Vo, (v =2 =
Py, Ty, ) = Py, .20, T)
Pour tout symbole de fonction f € F et prédicat p € P.
Ecrivez les formules exprimant la symétrie et la transitivité de 'égalité, et montrez qu’elles sont
prouvables dans cette théorie.

Dans les exercices suivants, on utilisera I'égalité, et on pourra prendre de maniére équivalente
les axiomes ci-dessus ou le schéma d’axiome de substitutivite Wz y, (x =y = (z/2)A = (y/2)A)
ou z est libre dans A.



3 Arithmétique de Peano

On travaille sur le langage Lpa contenant une sorte nat, des symboles de fonctions 0 d’arité
(nat), S d'arité (nat, nat), + et x d’arité (nat, nat, nat) (et I'égalité).

Les axiomes de PA sont les axiomes de I'égalité et :

Yz O+x==x

(1)

VaVy  S(z)+y=S(x+y) (2)
Ve Oxxz=0 (3)
Vavy  S(z) xy=(zxy)+y (4)
Vedy  z=0Vx=S5(y) (5)
Ve  =S(z)=0 (6)
VaVy  S(z)=Sy)=z=y (7)

Schéma de récurrence (pour toute formule A dont les variables libres sont incluses dans
Ty X1y, Ty) "

Yy .. Vo, (0/2)A = Vy. ((y/x)A = (S(y)/x)A) = Vy. (y/z)A

—

. Prouvez que I'axiome (5) est superflu
2. Prouvez dans PA :

(@ Ve.z+0==x

(b) Vzy. (x4 S(y)) = Sz +y)

(€) Vzy. (x+y)=(y+x)
3. Définissez des formules représentant x < y et = < v.
4. Exprimez dans PA que < est une relation d’ordre. Prouvez-le.
5. Prouvez dans PA :

(@) Vz. (x <0=2=0)

(o) Voy. (y < S(z) =y <aVy=S(z))

(€) Voy. (r<yVy< )
6. Prouvez le schéma de récurrence forte, c’est-a-dire pour toute formule A avec pour variables
libres z, x4, ..., 2, :

Vi ...z, (0/2)A = Ve, Vy. (y <z = (y/2)A) = (S(x)/2)A) = Vy. (y/2)A

7. (x) Prouvez que tout ensemble non-vide d’entiers naturels définissable par une formule du
permier ordre a un élément minimal, i.e. pour toute formule A avec une variable libre = :

PAF3dz. A= 3Jz. (AAVYY. (y <z = —(y/x)A))
Vous pourrez utiliser librement le fait que

—Jdz. (AAYY. (y <z = —(y/x)A))-Ve. (A= Ty. (y <z A (y/x)A))

4 Théorie des ensembles

Dans la suite, on définit le langage Lz composé d’une sorte ¢, et du symbole € d’arité
(1,1, Prop). Vous pouvez utiliser les notations U et P pour l'union et 'ensemble des parties.
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4.1 Lathéorie Z

La théorie Z est composée des axiomes de I'égalité et des suivants :
Extensionalité : Vavy (Vz (z €z 2z €y)) =z =y)

Union : Vz3:Vw (w € z < (Fv (w € v Av € 7))

Paire : VaVy3:Yw (w € z & (w =2V w =y))

Ensemble des parties : Vz3:Vw (w € 2z & (Yo (v € w = v € 1)))

Shéma de compréhension restreint : Vz, ...V, VoduwVe (z € w <z € v A A)

pour toute proposition A de variables libres z, x4, . .., x,. Lensemble w sera noté { x €
v A}

Axiome de l'infini : On définira () dans une question ultérieure. On définit la formule sui-
vante : Succlz,y] =Vz. (z €y < (2 € z V z = y)). Laxiome de I'infini est alors :

AI. (0 € I) AVaVy. ((x € I A Succ|z,y]) =y € 1)

1. Définissez une proposition P[z,y| représentant l'inclusion, i.e. = C y ssi Plz,y] est prou-
vable. Réécrivez 'axiome de 'Ensemble des parties avec cette notation.

2. Montrez qu'il existe un unique ensemble () ne contenant aucun élément.

3. Enoncez le théoréme « Pour tout élément z, il existe un ensemble ne contenant que z ».
Quels axiomes de Z utiliseriez-vous pour le prouver ?

4. Enoncez le théoréme « Lunion de deux ensembles est un ensemble ». Quels axiomes de Z
utiliseriez-vous pour le prouver ?

5. Enoncez le théoréme « Lintersection de deux ensembles est un ensemble ». Quels axiomes
de Z utiliseriez-vous pour le prouver ?

6. Montrez que 'ensemble de tous les ensembles n’existe pas, c’est-a-dire montrez que —3a2Vy. (y €
x) est prouvable dans Z.

4.2 Lathéorie ZF

On définit la théorie ZF en remplacant le schéma de compréhension restreinte dans Z par le
Schéma de remplacement :

Viy...xpxzyy. (Flo,y) ANFlz,y ] =y=y) = 3IVy. (y € B< Ja. (x € AN Flz,y]))

ou F' a pour variables libres x,y, x1, ..., z,.

1. Montrez que pour toute formule F, Z + F implique ZF + F, i.e. que I'on peut prouver
n’importe quelle instance du Schéma de compréhension restreint en utilisant le Schéma
de remplacement.

2. (x) On note (a,b) 'ensemble {{a}, {a,b}}. Prouvez que cette construction satisfait les pro-
priétés des couples :

ZFEYad bl. (a,b) = (V) a=d ANb=1
3. (x) Prouvez que pour tous ensembles a et b, leur produit cartésien a x b existe, c’est-a-dire :
ZF-VYabdaVz. z€ce Jry.x €aNyeEbAz = (z,y)

4. Comment pourrait-on définir les fonctions ?
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4.3

Entiers de Von Neumann

Les entiers de Von Neumann sont définis par 0 = 0,1 = {0},2 = {0,1},3 = {0, 1, 2}, ect.

1.

Ecrivez une proposition N avec une variable libre z utilisant uniquement = et € exprimant le
fait que = est un entier naturel.

On écrit N|t] la proposition (t/x)N. On observe que tous les entiers naturels appartiennent a
I'ensemble I défini par 'axiome de l'infini.

2.
3.

Prouvez la proposition IN. (z € N < NJz]) dans ZF.

Ecrivez une proposition exprimant le principe d’induction : si un ensemble contient 0 et est
clos par successeur, il contient tous les entiers. Montrez que ceci est prouvable dans ZF.

. Définissez I'addition et la multiplication par leurs graphes. Montrez que les axiomes de

I'arithmétique de Peano sont prouvables dans ZF.

Diverses théories

. Donnez des ensembles de fonctions et de prédicat, ainsi que des axiomes décrivant les

théories suivantes.

(a) Les relations d’équivalence
(b) La théorie des groupes
(c) La théorie des anneaux

Prouvez en théorie des groupes que l'inverse est unique.

Prouvez en théorie des groupes que si tous les éléments sont d’ordre 2, alors le groupe est
abélien.

Prouvez que le zéro d’'un anneau est absorbant pour la multiplication.

. Quels axiomes devrait-on ajouter pour obtenir la théorie des anneaux intégres ? des corps ?

Prouvez que les corps sont des anneaux intégres.



